BAB IV
PERSAMAAN TINGKAT SATU DERAJAT T1 NGGI
(1-n)

Standar Kompetensi
Setelah mempelajari pokok bahasan ini diharapkan mahasiswa dapat
memahami cara-cara menentukan selesaian umum persamaan diferensial tingkat

satu derajat tinggi.

Kompetensi Dasar

1. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial tingkat
satu derajat tinggi dengan menggunakan cara faktorisasi.

2. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial tingkat
satu derajat tinggi dengan menggunakan cara persamaan y = f (X, p).

3. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial tingkat
satu derajat tinggi dengan menggunakan cara persamaan x = f (y, p).

4. Mahasiswa dapat menentukan selesaian umum persamaan diferensial tingkat

satu derajat tinggi dengan menggunakan cara persamaan diferensial Clairut.

Bab 1V buku ini membahas hal-hal pokok yang berkaitan dengan persamaan
diferensial tingkat satu derajat tinggi, antara lain tentang (1) bentuk umum
persamaan diferensial tingkat satu derajat tinggi, (2) cara menentukan selesaian
persamaan diferensial tingkat satu derajat tinggi yang meliputi: cara faktorisasi,

metode persamaan berbentuk y= f(x,p), metode persamaan berbentuk

x = f(y, p) dan metode persamaan diferensial Clairut.

4.1 Bentuk Umum Persamaan Diferensial Tingkat Satu Derajat Tinggi
Persamaan tingkat satu derajat satu adalah persamaan yang ditulis dalam
bentuk:

M (x, y)dx + N(x,y)dy =0
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Bentuk di atas dapat dinyatakan dalam bentuk lain, yakni
dy __M(xy)

dx N(X,Y)

oty
dx

@ﬂ—f(x,y):o
dx

Sehingga dalam bentuk yang paling sederhana persamaan diferensial

tingkat satu derajat satu secara implisit dinyatakan dengan f(x,y,%jzo,
X

Secara lengkap telah dibahas pada bab Il. Dengan memisalkan %: p maka
X

bentuk umum persamaan diferensial tingkat satu drajat satu dapat dinyatakan
secara implisit f(X,y,p)=0. Jika p berpangkat lebih dari satu maka
persamaannya dinamakan persamaan diferensial tingkat satu derajat tinggi atau
persamaan tingkat satu derajat n.

Bentuk umum persamaan diferensial tingkat satu derajat-n dinyatakan

dengan:

Po(% y)[%j +P(x y)(g—i) R y)[g—ij

dengan memisalkan % = p, maka bentuk di atas dapat dinyatakan dengan
X

n-2

+ ..+ P (X y)(%)+ P,(x,y)=0

P (X, Y)P" + P yY)p" + P (X, ¥)p" " + .. + Py (X Y) P+ Py (X, y) =0

atau secara implisit dinyatakan

& f(x, Y, P, p% pe,...p" p”):O

Contoh:
4 3 2
(d_y] —(x+2y+1)(d—y] +(x+2y+2xy)(d—y] —2xy(ﬂ]:0 ...(1-4)
dx dx dx dx

o pt = (x+2y+1)pd +(X+2y +2xy)p® —2xyp =0
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SXE+X)PEP+(XP+x=2xy—y)p+(y*=Xxy)=0

AN i
4. y_Z(dX]+x (dx] ........ (1-4)

o y=2p+xip?

Persamaan tingkat satu derajat tinggi pada contoh di atas dapat ditentukan
derajatnya. Persamaan pada contoh 1 dan 4 berderajat empat sedangkan contoh 2
dan 3 berderajat 2. Setelah ditentukan derajatnya, akhirnya dapat ditentukan

selesaian umum persamaan diferensial tingkat satu derajat tinggi yang diketahui.

4.2 Selesaian Umum Persamaan Diferensial Tingkat Satu Derajat Tinggi
Persamaan diferensial tingkat satu derajat tinggi yang dinyatakan dalam

bentuk f(x, v, p, P2 pep™t, p”):O, selanjutnya dapat ditentukan selesaian

umumnya setelah bentuk umum di atas dinyatakan dalam pemfaktoran yang

paling sederhana. Bentuk pemfaktoran tersebut meliputi:

1) Cara faktorisasi persamaan

2) persamaan diselesaikan ke bentuk y = f (X, p)

3) persamaan diselesaikan ke bentuk x = f(y, p)

4) metode persamaan diferensial Clairut.

1. Menyelesaikan Persamaan dengan Cara Faktorisasi
Metode ini dilakukan dengan memandang bentuk persamaan diferensial
linear tingkat derajat tinggi

P (X, Y)P" + P, yY)p" + P (X, ¥)p" " + .. + Py (X Y) P+ Py (X, y) =0
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ruas kiri sebagai polinomial dalam p . Karena polinomial maka dapat diselesaikan
ke dalam n faktor real yaitu berbeda.

P06 y)P" + P06 Y) P + Py (%, Y)p" P + o+ B (X, V) P+ Py (X y) =0

< (p-F)p-F)p-F)..(p~F, Xp~F,)=0

dimana F adalah fungsi dengan variabel x dan'y.

Dari bentuk di atas diperoleh
(p_ Fl)zo,(p— FZ)ZO,(p— Fs)ZO’ ---- ’(p_ Fn—l)zo’(p_ Fn)ZO
< p=FRXYy).p=FXY),p=FXY)...p=F_,Xy)p=FXY)

dy dy dy dy dy
—=FKXY),—=FXY),—=FKXY),...—=F_(X,y),—=F, (X,
™ 1 (%, Y) i (X, Y) i (X, Y) i (X%Y) i (x,y)

< fxy.c)f,(x,y,c)f,(Xy,C)....... f.(x,y,c)f (x,y,¢c)=0

Sehingga selesaian umum persamaan diferensial linear

P.(X,y)p"+P(%y)p " +P,(X,y)p"? +...+P (X, y)p+P, (x,y) =0

adalah

f(x,y,c)f,(x,y,c) f5(X, y,C)....... f,(x,y,c)f (x,y,c)=0

Setiap selesaian di atas dapat ditulis dalam bentuk yang bervariasi sebelum
digabungkan dalam perkalian.

Perhatikan contoh-contoh dibawah ini

1. | Tentukan selesaian persamaan

(d—y]‘l —(x+2y +1)(d_y]3 +(X+2y+ 2xy)(d—y]2 - 2xy(ﬂ] =0
dx dx dx dx

Jawab

Nyatakan persamaan dalam bentuk polinomial p, didapat

S pt—(X+2y+D)p° +(X+2y +2xy) p° —2xyp =0

< p(p-D(p-x)(p-2y)=0

< p=0,p=Lp=xp=2y

@d—yzoﬂ—l,d—y:x,ﬂ:Zy

dx dx  dx dx
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Bentuk di atas, masing-masing adalah persamaan dengan variabel terpisah
Selesaiannya (y —¢) =0,(y—x—-¢) =0,(2y - x* —c),(y —ce**) =0
Sehingga selesaian umumnya

(y-¢)=0,(y-x-c)=0,(2y-x* -c),(y -ce”) =0

atau dapat dinyatakan dengan

(y—c)(y—x—c)2y - x* —c)(y—ce”) =0

Tentukan selesaian persamaan

(xy)(ﬂ] +(x+2y +1)(ﬂj +(x*+xy)=0
dx dx

Jawab

Nyatakan persamaan di atas dalam bentuk polinomial p, didapat:
(xyY)p? +(Xx+2y +1)p+(x* +xy) =0

S (Xp+X+Y)(yp+x)=0

Persamaan di atas dapat diselesaikan, dengan cara

1) (Xp+x+y)=0

<:>(xd—y+x+y):0
dx

= (xd—y +Yy)=-X
dx
& j—y Yo (persamaan diferensial linear)
X X

Selesaiannya adalah yejp‘x)dx _ JQ(X)eIF’(X)dX
1, ,
yXZ—Ex +catau 2xy +x“+c=0
2) (yp+x)=0
< (yj_y + X) =0 (persamaan variabel terpisah)
X

< ydy + xdx =0
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Selesaiannya y* + x> —c =0

Berdasarkan selesaian 1) dan 2) diperoleh selesaian umum persamaan
dy ‘ dy 2

(xy)| —| +(x+2y+D|—| +(X° +xy) =0 adalah
dx dx

(2xy+x* +c)(y*+x*-c)=0

Tentukan selesaian persamaan

(x> + x)(%]z + (X% +Xx—2xy — y)(%j +(y*=xy)=0

Jawab

Nyatakan persamaan di atas dalam bentuk polinomial, dan diperoleh:
(X2+X)p2+ (X +x=2xy—-y)p+(y>=xy)=0

< ((x+)p-y)xp+x-y)=0

< (x+)p-y)=0,(xp+x—-y)=0

Persamaan di atas, diselesaikan masing-masing

1) (x+)p-y)=0

< (X +1)(j—i] —y =0 (persamaan variabel terpisah)

y (x+1)

Selesaiannya adalah In|y|—In|x+1=¢

Atau y—c(x+1)=0
2) Xp+x-y=0

<:>xd—y—y:—x

dx

= y_y_ -1 (persamaan linear)

dx x

Selesaiannya yejp‘x)“X _ JQ(X)GIP(X)dde
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Diperoleh y + xIncx =0

(x> + x)(ﬂ] + (x> +x—2xy - y)(ﬂj +(y? —xy)=0
dx dx

adalah (y —c(x+1))(y +xIncx) =0

Berdasarkan selesaian 1) dan 2) diperoleh selesaian umum persamaan

2.Persamaan yang Dapat Diselesaikan ke y = f (x, p)

Persamaan

P06 y)P" + P06 Y) P + Py (%, Y)p" P + o+ B (X, V) P+ Py (% y) =0
diubah dalam bentuk y = f(x, p)

Turunkan y = f(x,p) terhadap variabel x didapat

dy _of , of op

dx ox Jp ox
of of op

Sp=—+——
OX 0p OX

S f(x, pj—p] = 0 (persaman diferensial tingkat satu derajat satu)
X
Diperoleh primitif ¢(x, p,c) =0

Untuk mendapatkan primitif dilakukan dengan mengeliminasikan

p

diantara y = f (X, p) dan ¢(x, p,c) =0, apabila mungkin, atau nyatakan x dan y

secara terpisah sebagai fungsi parameter p.

Contoh

1. | Tentukan selesaian persamaan
16x* +2p*y — p°x =0 (PD Linear tingkat satu derajat tiga)
Jawab

16x° +2p®y—p°x=0
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X2
&2y = pX —16(?]

Dengan menurunkan persaman terhadap variabel x  diperoleh

dp
2xp% —2x°p——
ﬂ:(p+x%]—16 _dx
dx dx p
2
< 2p :(p+xﬁj—£2x+32—)§d—p
dx p p” dx

< 2pt :(p4 +xp° %]—(fﬂxp —32x° d_p]
dx dx

< p(p® +32x) - x(p° +32x)3—2:0

< (p? +32x{p—xd—p]:0
dx

Persamaan ini dipenuhi jika (p°®+32x) = 0 atau (p - xg—p] =0
X

Dari bentuk (p—xj—p] = Odiperoleh d—F?:%dan p=Kx,KeR
X X

Substitusikan p = Kx ke persamaan 16x> + 2p2y — p*x =0
diperoleh 16x* + 2(Kx)y — (Kx)°*x =0

atau 2+c?y—c®x* =0

Dengan mengganti K = 2c

Faktor p® +32x =0 tidak diperhatikan, karena tidak memuat (;l_p
X

Tentukan selesaian persamaan

y =2px+ p*x?

Jawab

Dengan menurunkan persamaan terhadap variabel x, diperoleh
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Y _ 2(p+x3—p]+(2xp4 +4x°p? dpj
X

dx dx
Sp= 2(p+xd—p]+(2xp4 +4x3p2d—pj
dx dx

<:>(p+2xd—pj+(2xp4 +4x3p2d—pj =0
dx dx
<:>[p +2x3—p](1+ 2p3x): 0

X

Faktor(1+2p3x):0, diabaikan seperti contoh 1 di atas, dari persamaan

(p + 2x3—p] =0 persamaan o + Zd—;) = 0 diperoleh selesaian xp* =c.
X X
. c 2
Pada bentuk parameter diperoleh x =—-, y = ?+ c”.
p

Hubungan yang terakhir didapat setelah

c . I 4,2
X = — disubstitusi ke persamaan y = 2px+ p"x".

Tentukan selesaian persamaan

X=yp+p°*
Jawab
X
SYy=—0P
p
Dengan menurunkan terhadap peubah x, diperoleh
dp
j— Xi
dy _ P ok dp
dx p’ dx

SpP-p+(x+ p2)$:0

S o s X =P 1 (persamaan diferensial linear)

d p’-p p*-
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Selesaiannya xejp(x)dX = jQ(X)eJPWdXdX

Diperoleh

Xw/pz—l_ dp
) ——jm_ln‘ph/pz—lhc

4. | Tentukan selesaian persamaan

y=(2+p)x+p*

Jawab

Turunkan persamaan terhadap x diperoleh
ﬂ:2+ p+(x+2p)d—p

dx dx

= & +§ =—p (persamaan diferensial linear)

dp

Selesaianya xejp‘x)dx — jQ(x)eJP‘X)dxdx

p p

P p P
:—J' pe2(x)dp=-2pe? +4e? +c

L)
& Xe?

Dengan mensubstitusikan ke persamaan diperoleh

_P
2

P
X=2(2-p)+ce 24+c,y=8-p*+(2+ p)ce

3. Persamaan yang dapat diselesaikan ke x = f(y, p)

Persamaan diferensial tingkat satu derajat tinggi yang berbentuk

P.(X,y)p"+P(%y)p " +P,(X,y)p"? +...+P (X, y)p+P, (x,y) =0

diubah dalam bentuk x= f(y,p). Turunkan x= f(y, p)terhadap variabel y

didapat
dx _of o dp
dy oy Jpdy

a ofdp

p oy oJpdy
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dp

S F(y, p,—] =0 (persaman diferensial tingkat satu derajat satu)

dy

dp

selesaian 1 = F(y, p,d—] untuk memperoleh primitif ¢(x, p,c) =0
p y

Untuk mendapatkan primitifnya dilakukan dengan mengeliminasikan p

diantara x = f(y, p) dan ¢(x, p,c) =0 apabila mungkin, atau nyatakan x dan

y secara terpisah sebagai fungsi parameter p.

Contoh

1

Tentukan selesaian persamaan
p® —2xyp+4y? =0
Jawab

Persamaan dinyatakan dalam bentuk x = f(y,p) diperoleh

2

2x:p—+ﬂ
y p

Dengan menurunkan persamaan terhadap y diperoleh

2
,0x _2pdp p+4(1 ydp]

dy ydy y?
2
21:(@_%]@{&_%]
p Ly p7jdy (p vy
o[ p-2yR |2y2 - p*)=0
dy

Integrasikan (p—Zyj—]:O dan elimasikan di antara p?® = Kydan
y

persamaan diferensial asal maka diperoleh

16y = K(K —2x)* dengan mengambil K = 2¢c

Tentukan selesaian persamaan

4x = py(p® -3)
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Jawab.
Turunkan persamaan terhadap y diperoleh

dx d
42— p(p* -3) +3y(p* ~1-"
dy dy

4 d
& == p(p? -3 +3y(p* -1~
p dy

oy 3p(p*-1)
y (p*-4)(p*+1)

Dengan cara yang sudah dibahas pada bab Il diperoleh

dp =0 (PD variabel terpisah)

P o2+ inlp—2+3mnlp? +1 =
Iny+10In|p 2|+10In|p 2|+5In‘p +q_lnc

C
Maka Y = 9 3

(p* =4 (p® +1)°
Substitusikan ke persamaan semula didapat
1 cp(p®-3
4 9 3

(p* - 4)(p? +1)°

X =

4.Persamaan Diferensial Clairut

dengan metode persamaan diferensial Clairut adalah dengan cara mengubah

persamaan semula menjadi bentuk y= px+ f(p). Bentuk ini dinamakan
persamaan Clairut. Persamaan Clairut mempunyai selesaian y =cx+ f(c)yang

diperoleh dengan cara sederhana yaitu dengan mengganti p dengan c pada

Menentukan selesaian persamaan diferensial tingkat satu derajat tinggi

persamaan yang diketahui.

Contoh

1.

Tentukan selesaian persamaan

Y = PX++/4+ p°
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Selesaian umumnya adalah y = cx ++/4 + ¢*

Tentukan selesaian persamaan
(y-px)* =1+ p*

Jawab

(y-px)* =1+ p*
©y=px£qfl+p?
Selesaian umumnya

& (y—cx—y1+c?)(y—cx++y1+¢?)=0

& (y—-c)® =1+c¢®

Tentukan selesaian persamaan

y =3px+6y’p’

Jawab

Persamaan di atas dapat dibawa ke bentuk persamaan Clairut.

Kalikan persamaan dengan y* diperoleh y® =3y?px+6y*p?

Gunakan transformasi v = y* maka % = 3y? g_y sehingga
X X

y* =3y’ px+6y‘p®

dv Z(dv]2
SV=X—+—| —
dx 3\dx

Selesaian umumnya

V= KX+EK2
3
2
= Kx+-K?
y 3
y® =3cx + 6¢°
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4.3 Soal-soal

Tentukan selesaian umum persamaan di bawabh ini
1) x°p®+xyp-6y>=0

2) xp®+(y-1-x*)p-x(y-1)=0

3) xp®-2yp+4x=0

4) 3xp* —xp-y=0

5) 8yp®-2xp+y=0

6) y’p®+3px—y=0

7) p’—xp+y=0

8) 10y°p®* —4xp+y=0

9) xp®—yp* +(x* +1p* —2xyp® + (x+y*)p-y=0
10) xp* —yp-y =0

11) p>-xp-y=0

12) y =1+ p)x+ p?

13) y =2p++41+ p?

14) yp? —xp+3y =0
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